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1 Relembrando

Relembrando onde verificamos a factibilidade primal e dual.

VB 1 29 23 x4 —z
0 0 1 0 2

To 2 1 1 0 2

T4 -2 0 -1 1 -1

Como verificamos se a tabela acima é primal-factivel?

VB 21 29 23 x4 —z
0 0 1 0 2

To 2 1 1 0

T4 -2 0 -1 1

A factibilidade primal estd associada ao vetor b, ou seja:

b>0

E a factibilidade dual? Como verificamos se a tabela é dual factivel?
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X1y X2 X3 XTy4 —Z

0 0 1 0 2
X9 2 1 1 0 2
Ty -2 0 -1 1 -1

A factibilidade dual esta associada ao vetor de custos da funcao objetivo, ou seja:

ch—cIB'IN>0

Xy X2 T3 T4 —Z

0 0 1 0 2
To 2 1 1 0 2
T4 -2 0 -1 1 1

Ainda, na otimalidade a tabela mantém tanto a factibilidade primal quanto dual.

2 DMotivacao

Na pratica, apos encontrar a solucao de problema de PL, muitas vezes é necessario fazer pequenas

modificagoes no problema original.

Por exemplo a adigdo de uma nova restrigao. Essa nova

restricao pode infactibilizar a solugao étima, o que implicaria em resolver todo o problema novamente.

Considere o par primal-dual de modelos de PLs:

max z = 2x1 +Io
207 4xo <2
xr  ,x2 20
min v = 2m
27T1 = 2
1 Z 1
1 Z 0
VB 1 a9 x3 —z
0 0 1 2
To 2 1 1 2
2 MOTIVACAO 2
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Imagine que por algum motivo, apds a otimizagao, seja necessario inserir a nova restricao ao
modelo:
xTo S 1

A solucao 6tima anterior nao esta mais na regiao factivel do problema.

Podemos perceber essa infactibilidade no quadro Simplex. Inserindo a variavel de folga da
restrigao, ficamos com:
xo+ay =1

Ao inserirmos essa linha no quadro Simplex (no quadro 6timo), ficamos com:

2 MOTIVACAO 3
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VB x1 29 3 x4 —2

Note que, como inserimos uma nova restri¢cao, precisamos adicionar uma nova variavel a base.
Via de regra, sempre inserimos a folga da nova restri¢ao como varidvel bédsica (nesse caso x4), €

mantemos todas as outras iguais.

VB 21 zo x3 x4 —2
0 0 1 0 2
To 2 1 1 0 2
Ty 0 1 0 1 1

Porém, percebemos que o sistema deixou de estar na forma candnica em relagao a variavel s,
de forma que precisamos realizar a operacao L3 <+ L3 — Lo para manter xo na base.

VB =z 2o 3 w4 —2z

0 0 1 0 2
T2 2 1 1 0

e 0 () 0o 1

A nova tabela fica entao:

VB =1 29 x3 w14 —2

e 2 1 1 0 2
m4—20—11@

Note que a infactibilidade é apontada pela negatividade da varidvel (b < 0).
Sabemos também, que associado a todo quadro Simplex temos uma soluc¢ao para o problema

dual equivalente (7):

—T —T9
VB z1 9 T3 Ty —z
0 0 1 0 2
To 2 1 1 0 2
zy -2 0 -1 1 -1

Note que a insercao da nova restricao, nao afetou a condicao de factibilidade dual, ou seja,

o termo:

ck —cEB'N >0

ainda é valido (todos os coeficientes da func¢ao objetivo > 0). Mas por qué isso acontece?
Vejamos como a nova restri¢ao fica no par primal-dual:

2 MOTIVACAO 4
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max z = 2xr1 +Io
21‘1 “+x9 S 2
Ox; +xp <1
ry  ,x2 20
min v = 2m o

27T1 +07T2 2 2
™ +my >1
m 2 >0

Ou seja, a insercao da nova restrigdo no primal gera uma nova variavel no dual; de forma que,
se a solucao dual anterior jé era dual-factivel, podemos atribuir o valor de zero a nova varidvel, e a
nova solugao continuara sendo dual factivel.

Substituindo a solucdo dual 77 = (7, 72) = (1,0) (multiplicado por -1 devido a funcdo objetivo
de maximizagao) no modelo:

—T —T9
VB 1 xo T3 Ty —z
0 0 1 0 2
To 2 1 1 0 2
gy -2 0 -1 1 -1

minv= 2-1+ 0-0

1 0
Substituindo a solugao dual 77 = (71, 72) = (1,0) (multiplicado por -1 devido a funcio objetivo
de maximizagao) no modelo:
mnv= 2-1+ 0-0 =2
2.1 +0-0 >2 =2>2V
1-1 +1-0 >1 =1>1Vv
1 0 >0
Todas as restricoes duais ainda sao satisfeitas.

3 A intuicao do método

A ideia geral do método dual-Simplex é, a partir de um quadro Simplex infactivel para
o primal, porém factivel para o dual, tentar recuperar a factibilidade primal mantendo a
factibilidade dual. Se isso ocorrer, sabemos que atingimos o étimo.

3 A INTUICAO DO METODO 5
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VB @y xy x3 mq -2 VB @y xy x3 mq -2 VB @y xy m3 mq -2

I I I PRIMAL
o —> o, —> o,
EN . £ . T4 .

VB @y wy a3 wy -z

x3 w —z

OTIMO

DUAL
FACTIVEL

O método dual Simplex usa a mesma tabela do primal, porém ”olhando” para a solucao dual (7).
O método pivoteia a tabela buscando retomar a factibilidade primal:
b>0
Ao mesmo tempo em que mantém a factibilidade dual:
ck —cEB'IN>0

Dessa forma, iniciamos o método escolhendo a varidvel que sai da base (ao contrério do
Simplex). Como queremos retomar a factibilidade (deixar b > 0), escolhemos a varidvel com o valor
de b mais negativo, ou seja, selecionamos o valor de b da linha r (b,) de tal forma que:

b, = min {b;}, Viel,...,m, b <0

Na nossa tabela temos que: - -
by =min {—1} = b3 = —1

VB 1 1z x3 x4 —z
0 0 1 0 2
To 2 1 1 0 2

w2 0 1 1 -1(D)

Portanto a varidvel que deixard a base (linha) é x4. Agora devemos escolher a varidvel que
vai entrar (coluna). Com a selegdo dessa varidvel, teremos o nosso elemento pivo, de forma que

pivotearemos a tabela para ficar na forma candnica em relagao a nova variavel.

VB =y 29 x3 w14 —2
0 0 1 0 2
To 2 1 1 0 2
ry -2 0 -1 1 -1

3 A INTUICAO DO METODO
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A primeira operacao no pivoteamento é a divisdo da linha pelo préprio elemento pivo.
Como queremos deixar b > 0, e b,. < 0, a divisao:

br/ar,s > 0

56 é valida quando a, s < 0. Dessa forma, sé podemos olhar para os elementos da linha r que
sao negativos.
O O O O SN

VB 2y 29 x3 w14 —2z

0 0 1 0 2

T9 2 1 1 0 2
gy -2 0 -1 1 -1

Além de selecionar somente entre os elementos negativos, devemos também manter a factibilidade

dual:

ch —cEBTIN >0
Ou seja, apds realizarmos o pivoteamento, os coeficientes da funcao objetivo devem se manter posi-
tivos. Para encontrar o elemento pivd que mantém a relagao verdadeira, precisamos determinar de
forma genérica o que ocorre com os elementos da funcao objetivo, de acordo com o pivo escolhido.

VB 1 29 x3 T4 —2

0 O 1 0
T2 2 1 1 0
1
4

Iq ’—@ 0 -1

L 12 3
Elemento a, , = as, Linha

l_

3

3 A INTUICAO DO METODO
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VB 21 29 x3 x4 —2
0 0 1 0 2
To 2 1 1 0 2
no2 0 @D 1 @
1 2 3 4
-2/-1 0/-1 -1/-1 1/-1 -1/-1
Coluna s = 3
VB 1 29 x3 x4 —Z
0 0 1 0 2
To 2 1 1 0 2
no2 0 @ 1 @
1 2 3 4
as;1  a32 as3 3.4
-1 -1 -1 -1 /-1
» C1 »C3
VB |21 29 | 23 x4 —z
© o0 0 e
To 2 1 1 0 2
zg 2 0 (D 1 -1
1 2 3 4
asz;i asz2 a3z Q34 _1/_1
a3,3 as3s3 a3,3 as3;3

3 A INTUICAO DO METODO
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asz;3
€3 —C3—

VB 21 29 x3 x4 —2

as1  a32 azs3 34

-1/-1
as3z 33 as3z 33
as,1 as,2 as3 ag,4
€ —C—— Cp—C3—— C3—C3—— C4—C3——
as;s as;s as;s as;s
VB 21 29 x3 x4 —2

2 0 (o) 1 1

2 2 1 (1 0 2
re -2 0 D) 1 -1

1 2 3 4
as;1  a32 as3 3.4

as3 33 ass3 33

X L Gra L Gr2 L Gr3 L Qra
€] —Cs—— C3—Cs—— €3—Cs—— C4— Cr—r
Ar.s Ar.s Ar.s Qr,s

VB I Io

Wi
0) 1 1
(D) 1 -1

Iq -2
1 3 4
Qr 1 Ay 2 Qr 3 Qr 4 1/ 1
Qrs Qprs Qrs Qprgs

Ja selecionamos a coluna do elemento pivo, ou seja, 7 = 3. Chamando as colunas de s, temos

que o elemento a, s = a3 = —1.
Devemos entao escolher uma coluna s para o elemento pivo. Suponha

que escolhemos o elemento

pivo a, s = ag 3 = —1. A primeira operacao no pivoteamento é a divisao da linha todo pelo elemento.
Podemos usar os indices das colunas para generalizar os elementos das operagoes.
Da mesma forma podemos substituir o elemento —1 pelo elemento pivé = az3. Ainda, se

3 A INTUICAO DO METODO



Pesquisa Operacional I - Notas de aula - Dual Simplex Alexandre Checoli Choueiri

chamarmos os elementos da funcao objetivo de ¢, podemos determinar a operacao que deve ser
realizada para zerar o elemento c3 = 1:

as3

€3 —C3
as,3
Essa mesma operacao sera realizada em todos os elementos da funcao objetivo, mudando
Assim, conseguimos escrever tudo em fungao do pivo (da linha r e da coluna s).
Escrevendo os elementos que variam em funcao do indice j, témos a expressao genérica para os
valores dos coef. da fungao objetivo, em relagdo ao elemento pivo (linha r e coluna s):

_ . O -
¢j =cs—=para j=1,...,n

T,

Agora podemos analisar como manter a factibilidade com base nessa expressao. Para o dual ser
factivel, os coef. da funcao objetivo devem ser > 0, assim, temos que:

Ay j
cj—cs—=2>0

ar,s
Ay j
Cj Z o 5]
ar,s
Cj < Cs

Ay 5 Ay s

A desigualdade foi invertida na ultima passagem pois a,; < 0.
Temos entao que
Cj < Cs
arj ~ Ors

E equivalente &

Cg Cj
= mazr ,
Qs {jlj€N,a. ; <0} Qr 5

Ou seja, selecionamos a coluna s como o maior valor de todas as divisdes dos coeficientes da
funcao objetivo e os valores da linha da varidvel que sai da base (todos aqueles negativos).

4 Condicoes para aplicar o Dual-Simplex

Com a varidvel que sai da base (linha ) e a varidvel que entra (coluna s), basta fazer o pivoteamento
no elemento a, .. Em seguida, se ainda existirem valores de b < 0 o procedimento é repetido. Se as
seguintes condigbes forem satisfeitas, o algoritmo Dual-Simplex pode ser aplicado:

1. A tabela estd na forma canonica.
2. Todos os coeficientes da fungao objetivo sao > 0 factibilidade dual.
3. Pelo menos um valor de b < 0 infactibilidade primal.

4 CONDICOES PARA APLICAR O DUAL-SIMPLEX 10
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5 O algoritmo Dual-Simplex

O algoritmo Dual-Simplex fica entao, partindo de um quadro Simplex em que as condigoes acima

sao satisfeitas:

1. (critério de otimalidade): Se nenhum b < 0, pare, a solugao atual é 6tima.
2. (selecao da varidvel que sai da base): selecione a varidvel que sai da base na linha r, de

acordo com:
b, = min _ b;
{Viel,...,m,b; <0}

3. (selecao da varidvel que entra na base): selecione a varidvel da coluna s de forma que:

Cs Cj
=  maz — 0,
Ay s {jlieN,a. ;<0} Gy j

Se todo a,; > 0, pare, o problema ¢ infactivel.
4. (pivoteamento): Realize as operacoes de pivoteamento no elemento a, s e volte para 1.

6 Exemplo

Considerando a tabela do exemplo inicial (j4 com a restrigao adicionada). Verificamos se as condigoes
para aplicarmos o método sao satisfeitas:

1. A tabela estd na forma canoénica. v’
2. Todos os coeficientes da fungao objetivo sao > 0 factibilidade dual. v
3. Pelo menos um valor de b < 0 infactibilidade primal. v

VB 1 x9 x3 w4 —2z
0 0 1 0 2
T9 2 1 1 0 2
gy -2 0 -1 1 -1

Vemos que existe b < 0.

VB T T2 X3 T4

2 2 1 1 0
T4 -2 0 -1

|
©n |

Selecionamos entao a linha de b com valor mais negativo, ou seja:

b, = min{—1} = —1

VB 1 x9 x3 w4 —2z
0 0 1 0 2
Lo 2 1 1 0 2
s -2 0 -1 1 -1

6 EXEMPLO 11
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Portanto r = 3 e a varidvel que sai da base é 4.

Agora, criamos o conjunto com todos os elementos da divisao dos coeficientes da funcao objetivo
pelo coeficientes da linha da varidvel que sai r = 3 (somente onde os coeficientes sdo negativos).
Selecionamos o maximo desse conjunto, que se refere a coluna da variavel que entra na base.

Cs = max ii =0
ars -2 -1

Ou seja, a varidvel que entra na base é x1 na coluna s = 1. Dessa forma, o elemento pivo é az; = —2.

VB 21 1z x3 x4 —2

Para pivotearmos o elemento az; = —2, fazemos as seguintes operagoes:

1. Lj (—L3/2
2. L2 (—LQ +2L3

VB 1z 2o a3 T4 —z
0 0 1 0 2

To 0 1 0 1 1

T 1 0 1/2 -1/2 1/2

Como nenhum b < 0 a solugdo é primal factivel. Ainda, como ¢ > 0 ela também é primal factivel,
de forma que a solucao é Gtima.
A nova solucao 6tima é mostrada no grafico. Compare com o gréfico no inicio da apresentacao.

VB 1 xo 23 Ty —Zz
0 0 1 0 2

To 0 1 0 1 1

T 1 0 1/2 -1/2 1/2

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18

1. O método Dual-Simplex funciona exatamente como o Simplex, somente alterando a ordem
e o critério de escolha das variaveis que entram e saem da base.

6 EXEMPLO 12
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bt

. Se apds a otimizagao precisarmos adicionar novas restrigdes no problema, e o mesmo se tornar

infactivel, podemos usar o método Dual-Simplex para aproveitar o quadro atual, ao invés
recomecar a otimizagao do zero.

Antes de aplicar o método, garantir que as condigGes sao satisfeitas.

Podemos usar o Dual-Simplex em outras ocasides (ndo somente ao adicionar restri¢oes), por
exemplo no lugar de aplicar a Fase I para encontrar uma solucao inicial viavel.

6 EXEMPLO 13
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